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Resumen
En este trabajo, se presenta un controlador no lineal para estabilizar el sistema Pe´ndulo Invertido Sobre Dos Ruedas. Como
primera etapa la estrategia de control, se basa en una linealizacio´n parcial por realimentacio´n, para posteriormente proponer una
funcio´n candidata de Lyapunov en combinacio´n con el principio de invariancia de LaSalle con el ﬁn de obtener el controlador esta-
bilizador. El sistema en lazo cerrado obtenido es asinto´ticamente estable localmente alrededor del punto de equilibrio inestable, con
un dominio de atraccio´n calculable. Copyright c© 2013 CEA. Publicado por Elsevier Espan˜a, S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introduccio´n
Los sistemas pe´ndulos invertidos en los u´ltimos an˜os han si-
do considerados por los investigadores como sistemas de prue-
bas de distintas estrategias de control (Lozano et al., 2000),
(Aguilar and Gutie´rrez, 2008), (Bloch et al., 2000), (Åstro¨m
and Furuta, 2000), (Shiriaev et al., 2004). En el caso del Pe´ndu-
lo Invertido Sobre Dos Ruedas (PISDR) ha llamado la atencio´n
recientemente, dando la pauta a varios trabajos como son: (Ba-
loh and Parent, 2003), (Salerno and Angeles, 2003), (Kim et al.,
2005), (Kalra et al., 2007), (Ren et al., 2008), (Vermeiren et al.,
2011), por mencionar algunos. Este dispositivo consiste en un
pe´ndulo con libertad para rotar conectado a dos ruedas actua-
das por motores de corriente directa siendo una version simpli-
ﬁcada del sistema denominado Segway (Segway Inc., 2011). El
objetivo principal de control en este sistema, es mantener en la
posicio´n vertical al pe´ndulo y las ruedas en reposo. Adema´s,
como la aceleracio´n angular del pe´ndulo no puede controlarse
directamente, el sistema se considera un sistema subactuado.
En lo que reﬁere al control de este sistema existen en la litera-
tura algunos trabajos que abordan el tema. Grasser et al. (Gras-
ser et al., 2002) disen˜aron en 2002, un vehı´culo basado en un
Pe´ndulo Invertido Sobre Dos Ruedas denominado JOE, propo-
niendo dos controladores para estabilizar la dina´mica del siste-
ma. En (Pathak et al., 2005) se presenta un ana´lisis del modelo
dina´mico desde el punto de vista de controlabilidad y lineali-
zacio´n, para posteriormente proponer una estrategia que utiliza
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la linealizacio´n parcial por realimentacio´n, obteniendo dos con-
troladores, uno de posicio´n y otro de velocidad. Viguria et al.
en (Viguria et al., 2006) desarrollaron un prototipo de vehı´culo
que usa la estabilizacio´n del pe´ndulo invertido, implementando
dos leyes de control (lineal y no lineal), con el cual se obtuvo un
sistema de experimentacio´n que permite el estudio de diversos
controladores. En (Jeong and Takahashi, 2008), se propone un
robot para la asistencia humana basado en el pe´ndulo mo´vil pa-
ra colaborar con el ser humano en distintas tareas. Otro trabajo
interesante, es la propuesta de Khac Duc et al. (Do and Seet,
2010), en la cual solucionan el problema de control de este sis-
tema mediante te´cnicas de saturacio´n anidadas. Existen otros
trabajo, en los cuales se han propuesto soluciones al problema
usando diversas te´cnicas como: redes neuronales (Noh et al.,
2010), control por modos deslizantes (J. Huang et al., 2010) y
control lineal (Nawawi et al., 2008). Podemos mencionar, que
en la literatura todavı´a no se ha reportado una solucio´n general
al problema de estabilizacion de este tipo de sistema.
En este artı´culo, se desarrolla una ley de control no lineal
para estabilizar el sistema Pe´ndulo Invertido Sobre Dos Rue-
das, la cual permite estabilizar asinto´ticamente y localmente el
sistema en lazo cerrado, teniendo una regio´n de atraccio´n gran-
de que puede calcularse. La estrategia de control se basa en el
me´todo de Lyapunov combinado con una realimentacio´n par-
cial. El trabajo se organiza de la siguiente manera: La seccio´n
2 describe el modelo dina´mico del PISDR y una linealizacio´n
parcial. En la seccio´n 3 se obtiene una ley de control para es-
tabilizar el PISDR alrededor del punto de equilibrio inestable.
En esa misma seccio´n se presenta el ana´lisis de estabilidad del
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Figura 1: Pe´ndulo Invertido Sobre Dos Ruedas.
sistema en lazo cerrado. La seccio´n 4 presenta algunas simu-
laciones nume´ricas. La seccio´n 5 esta´ dedicada a las conclu-
siones. Finalmente, en la u´ltima seccio´n se presentan algunos
ape´ndices.
2. Modelo del pe´ndulo invertido sobre dos ruedas
El Pe´ndulo Invertido Sobre Dos Ruedas mostrado en la Fi-
gura 1, es un sistema meca´nico que consiste en un pe´ndulo in-
vertido conectado a dos ruedas actuadas por motores de corrien-
te directa1, el cual puede girar libremente. El modelo no lineal
puede ser obtenido mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange
(Yamamoto, 2009) y esta deﬁnido de la siguiente manera:
[(2m + M)R2 + 2Jm]θ¨ + MLRcosγγ¨ − MLRγ˙2sinγ = f
MLRcosγθ¨ + [ML2 + Jγ]γ¨ − MgLsinγ = 0 (1)
donde θ y γ son el a´ngulo de rotacio´n de las ruedas y el
a´ngulo de inclinacio´n del pe´ndulo, respectivamente. El voltaje
aplicado a los motores de las ruedas esta´ representado por la
variable f . Los para´metros M y Jγ corresponden a la masa y
momento de inercia del pe´ndulo; m, Jm y R son la masa, el
momento de inercia y el radio de las ruedas. Finalmente, L es
la distancia del centro de gravedad del pe´ndulo al eje de las
ruedas.
Con el ﬁn de normalizar el sistema y simpliﬁcar los ca´lculos
algebraicos subsecuentes, se proponen las siguientes constantes
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1En este caso el pe´ndulo esta restringido a moverse u´nicamente en un plano
bidimensional.
Por lo tanto, el sistema obtenido se expresa de la siguiente
manera:
(δ + 1)μθ¨ + cos γγ¨ − γ˙2 sin γ = u
μ cos γθ¨ + ηγ¨ − sin γ = 0 (3)
donde, el sı´mbolo “derivada” corresponde a la diferencia-
cio´n con respecto al tiempo normalizado (adimensional) τ. Al
aplicar una linealizacio´n por realimentacio´n parcial al sistema
expresado en (3) de la forma (ver (Spong, 1996)).
u = a0v + a1 (4)
con
a0 = (δ + 1)μ − μη cos2 γ
a1 = 1η cos γ sin γ − γ˙2 sin γ
(5)









Entonces, el conjunto de ecuaciones diferenciales (6) puede
expresarse como:



















y q = (γ, γ˙, θ, θ˙). Cabe hacer notar, que cuando v = 0 y γ ∈
[0, 2π] el sistema tiene dos puntos de equilibrio: q = (0, 0, 0, 0)
y q = (π, 0, 0, 0), los cuales son inestable y estable, respectiva-
mente.
Formulacio´n del Problema: El objetivo primordial es pro-
poner un controlador que estabilice asinto´ticamente el sistema
alrededor del punto de equilibrio inestable utilizando el me´todo
de Lyapunov, suponiendo que el pe´ndulo se encuentra inicial-
mente en el semiplano superior Is = (−γs, γs) con γs < π/2.
En otras palabras, la intencio´n es llevar el pe´ndulo a la posicio´n
superior y la posicio´n angular de la rueda a cero, de manera si-
multanea.
Finalmente, examinando la relacio´n μ/η, podemos comen-
tar que si esta fuera muy pequen˜a, el disen˜o de la estrategia de
estabilizacio´n es ma´s complicado (o imposible cuando μ/η →
0). Esto se puede observar en la primera ecuacio´n del modelo
(6), donde no existirı´a una accio´n de control adecuada que ac-
tuara sobre la variable γ haciendo ma´s difı´cil la estabilizacio´n
del sistema, aunque se tenga un dominio de atraccio´n adecuado.
Por el contrario, cuando μ/η es lo suﬁciente grande, es posible
obtener un controlador que estabilice al sistema. Una manera
de sencilla de veriﬁcar lo anterior, es a partir de analizar la con-
trolabilidad del sistema linealizado (Ver Ape´ndice A).
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3. Estrategia de Control
En esta seccio´n, se establecen los aspectos para disen˜ar el
controlador v, que estabilice al sistema alrededor del punto de
equilibrio inestable mediante el me´todo de Lyapunov. La idea
principal consiste en proponer un funcio´n deﬁnida positiva (o
Funcio´n de Lyapunov) V(q), de tal manera que su derivada sea
al menos semi-deﬁnida negativa para un dominio de atraccio´n.
Para posteriormente, aplicar el teorema de invariancia de LaSa-
lle para determinar la estabilidad asinto´tica del sistema en lazo
cerrado.
3.1. Funcio´n candidata a Lyapunov
Inspirado en el trabajo presentado en (Aguilar et al., 2005),
se construira´ la funcio´n V deﬁnida positiva localmente cuya de-
rivada sea disipativa con respecto a la variable auxiliar ξ˙(q) =















donde kr y l son constantes positivas y la funcio´n ψ(q) se
seleccionara´ tal que
∂ψ(q)
∂q f (q) = 0 ,
∂ψ(q)
∂q g(q) = ξ˙ (9)
Por tal motivo, para poder encontrar una solucio´n simple a
ψ(q) se sugiere que ∂ψ/∂θ˙ = θ˙, entonces de la ecuacio´n del lado
derecho de (9) se obtiene:






Tomando en cuenta que ξ˙(q) = θ˙+g′1(γ)γ˙ y sustituyendo en


















donde la funcio´n escalar w(γ) y la constante h1 se determi-











De tal manera que w(γ) = h1
η
(cos γ − 1), siendo h1 = −kp y
kp > 0.
Lema 1: Considere la funcio´n de Lyapunov V descrita en (8),









(1 − cos γ) (14)
Por lo tanto, V es deﬁnida positiva localmente para γ ∈ Is,
donde el conjunto Is y γs esta´n deﬁnidos por

















Finalmente, las variables auxiliares se proponen como:
ξ(q) = θ + kp
μ
η





De la deﬁnicio´n de V dada en (8) y (14) podemos expresarla
de la siguiente manera:
V(q) = Ep(q) + Ec(q)








(1 − cos γ)










Claramente, de la deﬁnicio´n de ξ, podemos decir que Ep(q)
es deﬁnida positiva globalmente, porque para todo q  0, Ep(q) >
0. A continuacio´n, se analizara´ si Ec > 0 para todo γ ∈ Is, por
consiguiente, partiendo del hecho que Ec se puede expresar co-
mo una forma cuadra´tica zT Qz donde
Q =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣











y zT = (θ˙, γ˙). Por lo tanto, Ec(q) es deﬁnida positiva local-
mente si el determinante de la matriz Q es positivo es decir:
kpl(−(1 + l) + kp μ
2
η2
cos2 γ) > 0
Por consiguiente, la funcio´n de Lyapunov propuesta es de-
ﬁnida positiva localmente para todo γ ∈ Is. 
3.2. Ley de Control No Lineal
Tomando como referencia la funcio´n de Lyapunov V pro-
puesta previamente en (8), se procede a calcular su derivada
con respecto al tiempo a lo largo de la trayectoria del sistema
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Por lo tanto, de la expresio´n de (17), se propone la siguiente
ley de control no lineal




















sin γ + krξ
(19)
la cual produce que
V˙(q) = −ξ˙2 (20)
Cabe mencionar, que la ley de control propuesta en (18) no
tiene singularidades, es decir, ga = 0, y con el ﬁn de evitar este
problema es suﬁciente que las condiciones q0 = (γ0, γ˙0, θ0, θ˙0),
con γ0 ∈ Is pertenezca a una vecindad del origen tal que












(1 − cos γs) (21)
por lo tanto, se pueden deducir de la ecuacio´n (20) que la
funcio´n V es decreciente.
Nota 1: Es importante mencionar que la desigualdad propuesta
en (21) deﬁne la regio´n de estabilidad para el sistema en la-
zo cerrado. Es decir, para cualquier condicio´n iniciales q0, tal
que V(q0) < Ks, con γ0 ∈ Is, se deduce que V(q(t)) < Ks y
|γ(t)| < γs. La Figura 5 muestra la curva de nivel de V(q), ob-
servando que el conjunto deﬁnido por {q ∈ R4 : V(q) < KS } es
un conjunto compacto. Entonces, debido a lo anterior, podemos
deﬁnir un conjunto compacto Ω como:
Ω = {q = (γ, γ˙, θ, θ˙), |γ| < π/2 : V(q) < Ks} (22)
En otra palabras, el conjunto Ω tiene la propiedad que todas
las soluciones para el sistema en lazo cerrado (conformado por
las ecuaciones (6) y (18)) que inician en Ω permanecen en Ω
para todo el tiempo. Podemos decir que, Ω es un conjunto in-
variante para el sistema en lazo cerrado y este sera´ usado para
aplicar el Teorema de Invariancia de LaSalle.(Khalil, 2002).
3.3. Ana´lisis de estabilidad
Debido, a que la funcio´n V(q) es deﬁnida positiva para q ∈
Ω y la funcio´n V˙(q) es semideﬁnida positiva, podemos concluir
que el punto de equilibrio q0 ∈ Ω es estable en el sentido de
Lyapunov. Esto implica que q es acotada para cualquier condi-
cio´n inicial tal que q0 ∈ Ω. Para ﬁnalizar la prueba recurriremos
al teorema de invariancia de LaSalle.
Se deﬁne el siguiente conjunto
S = {q ∈ Ω : (θ˙ + kp μ
η
cos γγ˙)2 = ξ˙2 = 0} (23)
Enseguida, se procede a calcular el conjunto invariante M ⊂
S . El teorema de LaSalle garantiza que cualquier solucio´n que
inicia en el conjunto compacto Ω se aproximan a M como t →
∞ (Khalil, 2002).
Podemos observar, del conjunto S que ξ = ξ y ξ˙ = 0, donde
ξ es constante, adema´s, de las expresiones (17) y (18) es claro














( f (q) + g(q)v)
en la ecuacio´n (24) obtenemos:
krξ + lv = 0 (25)
Entonces, la entrada v es constante en S , dada por v = v =




Se analizara´n los siguientes dos casos:
Caso 1: Si la constante ξ  0, entonces θ(t) y θ˙(t) no esta´n
acotadas en S , por tanto θ¨ es estrictamente positiva o negativa,
siendo este hecho una contradicio´n. Adema´s, cuando ξ = 0, te-
nemos que θ¨ = 0, por tanto θ˙ es constante, provocando otra vez
que θ no esta acotada en S y por tal motivo tenemos una con-
tradiccio´n. Intuitivamente este caso signiﬁca que es imposible
mantener el pe´ndulo en la posicio´n vertical, si el movimiento
de las ruedas es en una sola direccio´n.
Caso 2: Si θ = 0 y ξ = 0, esto implica de la deﬁnicio´n de la





y consecuentemente γ = 0 o γ = nπ, pero suponiendo que
las condiciones iniciales pertenecen a Ω, se concluye que la
variable γ debe ser cero.
Por otra parte, θ  0 = θ, γ  0 = γ y ξ = 0 2, entonces de la




sin γ = 0 (28)
Entonces, si usamos el primer renglo´n de (6), observamos
que γ¨ = 0 y v = θ¨ = 0 por tel motivo sin γ = 0, y como γ < π/2
(por encontrarse q(t) en Ω), por tanto, γ = 0. Y de la ecua-
cio´n de arriba se deduce que θ = 0. Lo anterior signiﬁca que el
pe´ndulo se mantiene en un a´ngulo ﬁjo con desplazamiento de
las ruedas ﬁjo, sin aplicacio´n de una ley de control. Este caso es
imposible porque es necesario un accio´n de control para mante-
ner el valor del a´ngulo γ ﬁjo. Por lo tanto, para que la ecuacio´n
descrita en (28) se cumpla, se deduce que θ = 0 y γ = 0.
2Esto signiﬁca que v = 0
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Por consiguiente, el conjunto invariante ma´s grande M con-
tenido en S , se constituye por el punto de equilibrio inestable.
Entonces, del teorema de LaSalle garantizamos que todas las
trayectorias del sistema en lazo cerrado que inician en Ω con-
vergen hacia el conjunto invariante ma´s grande M, que es el
punto de equilibrio q = 0.
Finalmente, se hace un resumen de los resultados en la si-
guiente proposicio´n:
Proposicio´n 1: Considerando al sistema (6) en lazo cerrado










sin γ + krξ
1 + l − kp μ2η2 cos2 γ
(29)
y las constantes estrictamente positivas kp, l y kr, suponien-
do que las condiciones iniciales pertenecen al (o inician en el)
conjunto compacto Ω. Entonces, el origen del sistema en lazo
cerrado es asinto´ticamente estable localmente y el dominio de
atraccio´n es la regio´n deﬁnida por la desigualdad (21).
4. Simulaciones Nume´ricas
Para evaluar el desempen˜o del controlador no lineal propuesto,
se llevaron a cabo algunas simulaciones computacionales usan-
do el programa MATLAB TM.
En el primer experimento, se seleccionaron los para´metros
fı´sicos μ = 0,55 y η = 1,33, ası´ como los para´metros del con-
trolador expresado en (18) como kp = 30, kr = 1,2 y l = 1,
adema´s, las condiciones iniciales propuestas son: γ0 = 0,9[rad],
γ˙0 = 0,02[rad/s], θ0 = 0[rad] y θ˙0 = 0[rad/s]. Por otra parte,
para observar el efecto de los para´metros fı´sicos (μ y η) en la
respuesta del sistema en lazo cerrado se realizo´ otra simulacio´n
con las mismas condiciones iniciales y para´metros del contro-
lador, pero proponiendo los valores de μ = 0,72 y η = 1,33.
Las Figuras 2 y 3 muestran la respuesta en lazo cerrado de cada
uno de lo estados, para los dos valores de los para´metros μ y η.
El primer caso, se representa mediante una linea continua y el
segundo con una linea punteada.
Note que, la estrategia de control propuesta, encierra al pe´n-
dulo cerca del origen (posicio´n invertida) por medio de movi-
mientos suaves, mientras que las ruedas inicia su movimiento
con oscilaciones muy grandes (provocando un desplazamiento
lineal grande), pero de igual manera de una forma suave. En
ambos casos, existe una reduccio´n gradual en la amplitud de
las oscilaciones. Intuitivamente, la energı´a inicial del pe´ndulo
es transferida a las ruedas por medio de movimientos grandes.
Para que ﬁnalmente, la energı´a total sea disipada lentamente por
el controlador. Adema´s, se puede observar de las ﬁguras que al
modiﬁcar el para´metro μ la respuesta converge ma´s lentamente.
Finalmente, se realiza un segundo experimento para evaluar
la robustez del controlador no lineal considerando las condicio-
nes iniciales y para´metros del primer caso, pero incluyendo el
termino −βγ˙ en la coordenada subactuada, es decir en la pri-
mera ecuacio´n diferencial del modelo (6) con β = 0,06. En la
Figura 4 se observa la respuesta del sistema en lazo cerrado
cuando el amortiguamiento esta presente. Y como se puede ob-
servar cuando se incluye el amortiguamiento el sistema tiende
a desestabilizarse, convergiendo de manera ma´s lenta.





















Figura 2: Comportamiento de las variables γ y γ˙ del sistema en lazo cerrado
para dos valores de μ y η.



















Figura 3: Comportamiento de las variables θ y θ˙ del sistema en lazo cerrado
para dos valores de μ y η.
5. Conclusio´n
En este artı´culo, se propone una estrategia de control muy
simple para estabilizar el sistema Pe´ndulo Invertido Sobre Dos
Ruedas. El controlador permite que la respuesta del sistema en
lazo cerrado sea asinto´ticamente estable alrededor del punto de
equilibrio inestable q = 0, suponiendo que la posicio´n inicial
del pe´ndulo esta por encima de la horizontal. El dominio de



























































Figura 5: Curva de Nivel para V(q).
atraccio´n del sistema en lazo cerrado es grande y se puede es-
timar mediante la desigualdad (21) cumpliendo el Lema 1, del
cual se puede observar que no es conveniente incrementar el
dominio de estabilidad cuando la longitud del pe´ndulo es ma´s
pequen˜a que el radio de las ruedas. La estrategia de control se
basa inicialmente en obtener una linealizacio´n parcial del sis-
tema y poder construir una funcio´n de Lyapunov adecuada. La
convergencia del sistema lazo cerrado se lleva a cabo mediante
el teorema de invariancia de LaSalle. Finalmente, el desempen˜o
del controlador se evalu´a por medio de simulaciones numericas,
de las cuales se observa un comportamiento aceptable, adema´s,
de mostrar que el sistema de control es robusto en presencia de
pequen˜as fuerzas disipativas.
English Summary
Stabilization of the Two Wheels Inverted Pendulum by
means Lyapunov approach.
Abstract
In this paper, a nonlinear controller is presented for the sta-
bilization of the two wheels inverted pendulum. The control
strategy is based on partial feedback linealization, in ﬁrst sta-
ge and then a suitable function Lyapunov in conjunction with
LaSalle’s invariance principle is formed to obtain a stabilizing
feedback controller. The obtained closed-loop system is locally
asymptotically stable around its unstable equilibrium point, with
a computable domain of attraction.
Keywords:
Under Actuated System, Two Wheels Inverted Pendulum,
Lyapunov Approach, Non-Linear Control.
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Ape´ndice A. Controlabilidad del sistema lineal
En esta´ seccio´n, se analiza la controlabilidad del sistema li-
nealizado, con la ﬁnalidad de observar como afecta los para´me-
tros fı´sicos μ y η en el disen˜o de la estrategia de estabilizacio´n.
Por lo tanto, derivando el sistema (7) con respecto a los estados
y evaluando en el origen se obtiene el sistema:
q¨ = Aq˙ + Bv













0 1 0 0
1 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦









Entonces, se puede observar que al incrementar la longitud
(L) del pe´ndulo, el determinante disminuira´, acercando su valor
a cero provocando que sea ma´s complicado encontrar una ley
de control que estabilice al sistema. Por otra parte, si el radio
de las ruedas R fuera ma´s grande que la longitud del pe´ndulo,
el determinante tomara´ valores mayores a cero provocando una
mayor controlabilidad del Pe´ndulo Invertido Sobre Dos Ruedas.
Por lo tal motivo los para´metros fı´sicos deben seleccionar de tal
manera que cumplan el Lema 1.
